
1998年 10月收稿; 1999年 1月收到修改稿。

* * 男　30岁　博士　哈尔滨工业大学航天工程与力学系　150001

第 14卷　第 4 期 航空动力学报 Vol . 14 No . 4

1999 年 10月 Journal of Aerospace Power Oct .　1999

非线性转子—SFD支承系统的分叉
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【摘要】　利用 New ton- Fox 打靶法和伪弧长连续算法计算了非线性转子—SFD 支承系统的周期

解。基于多变量 Floquet 理论,分析了该系统的分叉和稳定性。基于Poincar�映射得到了系统的分

支图。结果表明, 转子系统的运动呈现倍周期分叉、切分叉等非线性动力学现象。
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1　引　言

　　按照非线性动力学理论[ 1] , 分叉则意味着结构不稳定。因此研究非线性转子—SFD支承

系统的分叉行为对提高航空发动机运转的稳定性具有十分重要的意义。本文利用 New ton-

Fox[ 2]打靶法来计算非线性转子—SFD支承系统的周期解。由于打靶过程所需求解的非线性

代数方程与原系统的阶相同,因此比谐波平衡法
[ 3～5]
导得的高阶系统更容易求解, 也在一定程

度上克服了直接数值积分法
[ 6]
难于获得不稳定解的缺点。此外,采用伪弧长连续算法

[ 7]
来连续

计算周期解。基于多变量 Floquet
[ 8]
理论分析了上述系统的分叉和稳定性。转子系统的运动呈

现倍周期分叉、切分叉等非线性动力学现象。本文方法完全适用于实际的多盘转子系统。

2　Newton- Fox打靶法

　　考虑如下非自治系统的边值问题:

x
�= f [ t , x ( t ) , �] ( 1)

这里 x ( t)表示状态变量; f = [ f 1 , f 2 ,⋯, f n ] T 为向量函数; �为分叉参数; T 为响应的最小周

期。这里E 为 n×n 单位矩阵, F= - E。考虑与方程( 1)相关的初值问题:

u
�= f ( t , u, �)　,　u( 0) = s　　( s ∈ R

n
) ( 2)

　　将方程( 2)的解表示为 u( s, �, t) , 寻找 s使得:

�( s, �) = Eu( s, �, 0) + Fu( s, �, T ) = 0 ( 3)

　　显然,如果满足方程( 3) ,则 s 便是周期解曲线上的一点。因此, 将 s 作为初始条件,在周期

T 内积分方程( 2)就可获得周期解。如果找不到这样的解 s,则应将 T 增加整数倍直到发现这

样的解 s为止。New ton- Fox 打靶算法可描述如下:

初始猜测一个解 s
0
,然后迭代: s

i+ 1
= s

i
+ △s

i

这里△s
i 可通过求解下面的线性代数方程求得:

Q ( s
i
, �0) (△s

i
) = - �( s i, �0 ) ( 4)



这里 �0为某一分叉参数值; n×n矩阵Q 表示 �( s, �)对 s的 Jacobian矩阵,可写为:

Q ( s, �0 ) =
��
�s = [ E + FW ( S , �, T ) ] ( 5)

这里n×n矩阵 W ( s, �, t)可通过下面的变分方程组求得:

W
�= A ( t, s, �)W　,　W ( s, �, 0) = I ( 6)

这里 I 为 n×n单位矩阵。n×n矩阵 A 可表为:

A ( t , s, �) = ( �f / �u) [ t , u( s, �, t)�] ( 7)

　　事实上, s
i
对于给定的, 我们可同时积分方程( 2)和( 6) ,从而得到 W ( s

i
, �0 , T )和 �( s i, �0 ) ,

然后求解方程( 4)得到△s
i
,再计算 s

i+ 1
。如果满足一定精度条件,则迭代终止。

3　伪弧长连续算法

　　如果我们已经获得 �= �j 时的精确解 s j ,伪弧长连续算法则是处理如何寻找 �= �j+ 1时的

解 s j+ 1的问题。如果( s0 , �0)是解曲线  上一点, ( s�0 , ��0)为  在该点处的单位切线,定义平面方

程:

N ( s, �,△L ) = ( s�0 ) T ( s - s0) + ��0( �- �0 ) - △L = 0 ( 8)

　　这个平面垂直于切线( s�0, ��0) ,并与( s0 , �0 )的距离为△L。如果  的曲率不太大的话,这个

平面将与曲线  相交。这样我们可同时求解方程( 3)和( 8)得到解( s, �)。应用 Newton 法, 有:

�is　�i�
s�T0　��0

△s
i

△�i
= -

�i

N
i

( 9)

这里 �is= �s( s i, �i ) , �is= �( s
i
, �i ) ,迭代过程为:

s
i+ 1

= s
i
+ △s

i
　,　�i+ 1

= �i + △�i ( 10)

　　对于每一次迭代, 可在周期端点处得到 ��的值:

��/ ��= FZ( T ) ( 11)

这里F 已在方程( 1)中定义, Z( t) = �u/ ��为下面变分方程的解:

Z
�= A Z + R　, 　Z( 0) = 0 ( 12)

这里A 已在方程( 6)中定义。R= �f / ��。方程( 9)中, s�0和 ��0 可由下式得到:

s
�
0 = a!0　,　��0 = a ( 13)

这里 !0和 a, 满足: �0
s!0 = - �0

�　,　a = ±
1

1 + ‖!0‖2

( 14)

图 1　三种分叉模式

　　方程( 14)中, �0
s = �s ( s0 , �0 ) , �0

�= ��( s0, �0 )。根据文献

[ 7] ,如果( s�- 1, ��- 1 )为上一个单位切向量, 那么可根据下面

的表达式选择 a 的符号:

a[ ( s�- 1)
T!0 + ��- 1 ] > 0 ( 15)

4　多变量 Floquet 理论

　　多变量 Floquet 理论是决定周期解稳定性和分叉的强

有力工具。矩阵W( s, �, T )的特征值称为 Floquet乘子。按

照 Floquet 理论, 周期解存在三种类型的分叉, 如图 1 所

示。如果所有的 F loquet乘子都位于复平面上的单位圆内, 则周期解是稳定的;当主要乘子以
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( + 1, 0)穿出单位圆时,则周期解失稳,发生切分叉; 当主要乘子以( - 1, 0)穿出单位圆时,发生

倍周期分叉; 当一对主要 Floquet乘子以复数共轭形式穿出单位圆时,周期解发生二次 H opf

分叉,进入准周期运动,还可进一步分叉而导致混沌运动。

5　系统运动方程

　　非线性转子—SFD 系统如图 2所示。系统的无量纲运动方程如下:

图 2　非线性转子—SFD 系统

X
�=

B
S
F
~
X + Ucos∀-

1
S

2 ( X - X s ) ( 16a)

Y
�=

B
S
F
~
Y + Usin∀-

1
S

2 ( Y - Y s) ( 16b)

这里: B= #RL
3
/ mC

3∃n 为轴承参数, #为滑油粘度, R 为

阻尼器半径, L 为阻尼器长度, C 为阻尼器径向间隙, m

为转子质量的一半, ∃n= K/ m , K 为弹性支承刚度。U

= e/ C, e 为不平衡偏心距, S= ∃/ ∃n 为转速比, X s, Y s 为

阻尼器轴承外环中心初始静变形位置。基于短轴承假

设
[ 9]

,无量纲油膜反力 F~ X, F~ Y可写为:

F
~
X = -

1

X
2
+ Y

2
[ X ( %��I 11 + %�I 02) - Y ( %��I 20 + %�I 11 ) ] ( 17a)

F
~

Y = - 1

X
2 + Y

2
[ Y ( %��I 11 + %�I 02) + X ( %��I 20 + %�I 11) ] ( 17b)

这里:　　　I
mn

=∫
&+ ∋

∋

sinm∋co sn∋
1 + %co s∋d∋　,　∋= tg

- 1 - %�

%�� 　,　�= tg
- 1 Y

X
　,　%= X

2
+ Y

2

6　分叉与稳定性

　　根据方程( 16) , Poincar�映射可定义为:

� = { ( X , Y , X�, Y�, ∀)  ∀= kT , k = 1, 2,⋯}

= { ( X 1 , X 2 , X 3 , X 4 , ∀)  ∀= kT , k = 1, 2,⋯} ( 18)

这里X1 , X 2, X 3, X 4为系统状态变量, T 为响应的最小周期。Poincar�截面上的n个离散点表示

周期- n 运动;闭曲线表示准周期运动;对于混沌运动则需利用最大 Lyapunov 指数来判定。取

转速为分叉参数, 初始变形只考虑重力的影响。取( X S , Y S) = ( 0, - 0. 7)。系统的分支见图 3。

图 3　分叉图

由图 3可见, S≈0. 2 时,这时有一 Floquet乘子以( - 1, 0)穿过单位圆, 周期解失稳,系统
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发生倍周期分叉,变为周期- 2运动。周期- 2轨迹如图 4所示。S≈2. 28时,这时有一Floquet

图 4　周期- 2运动 图 5　轨迹相切现象

乘子以( + 1, 0)穿过单位圆,系统发生切分叉。切分叉时仍然维持原来的周期- 2运动,只是这

时的周期解是不稳定的。切分叉一般表现为轨迹的相切现象,如图 5所示。S> 4. 3之后,系统

在较宽的转速范围内维持周期- 1运动。对无初始变形情况仿真,在图 3所示的转速范围没有

发现分叉现象,这说明阻尼器轴颈不对中容易发生分叉而失稳。

7　结　论

　　N ew ton- Fox 打靶法和伪弧长连续算法在计算非线性系统的周期解问题上是有效的。基

于 Floquet 理论和 Poincar�映射讨论了周期解的分叉和稳定性。阻尼器轴颈不对中,容易导致

系统发生分叉。这对系统的稳定运行是不利的。
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of the f ract ional dimension o f t ime- ser ial vs the parameter is obtained, w hich can identify

cr it ical bifurcated parameters o f nonlinear dynam ical system quite w ell.
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BIFURCATIONS OF NONLINEAR

ROTOR—SFD SUPPORTING SYSTEM
Zhao Yonghui and Zou Jingxiang

(Dep t. of Astronautics and Mechanics of Harbin Institute of technology , Harbin　150001)

ABSTRACT　　　　Periodic solut ions of nonlinear rotor - SFD support ing system are

calculated by using New ton- Fox shoot ing method and pseudo- ar c length cont inuation pro-

cedure. According to mult i- variable F loquet theory , bifurcat ions and stability of the system

are analy zed. Bifurcat ion diagr ams o f the sy stem are obtained from on Po incar�map. T he r e-

sults show that the mot ion of the ro to r system undergoes nonl inear dynam ics phenomena,

such as period doubling bifurcat ion, tangent bifurcat ion and so on.

Key Words　Ro to r system　Shoot ing method　Bifurcation　Stabil ity

RESEARCH ON UNIFIED VISCOPLASTIC

DAMAGE RELATIONSHIP OF ANISOTROPIC MATERIALS
Zhou Baizhuo

( State Key Laboratory of Structural Analy sis of Industrial Equip ment
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Yang Shijie
( Aeroengine Research Institute, Shengyang　110015)

Nie Jingxu
( 4th Dept. Beij ing University of Aeronautics and Astronautics, Beij ing　100083)

ABSTRACT　　　　With the help of combining cont inuum damage mechanics and vis-

coplast ic theor y, the unif ied v iscoplastic const itut ive model
[ 1]

developed by authors is modi-

fied. A unified viscoplast ic const itut ive damage model of anisot ropic materials under the al ter-

nat ive ef fect of cr eep and fat igue load is established. T he creep and fat igue pr operty as w ell

as their damages fo r monocrystalline allo ys DD3 have been predicted according to this model.

The durability and damage under the alternat ive ef fect of the creep and fat igue load for the

material under cyclic loading . T he predicted results are compar ed w ith test data.

Key Words　Anisot ropic material　Monocrystal　Creep　Fatigue　Damage

AN EXPERIMENTAL STUDY ON LOW CYCLE FATIGUE

LIFE OF 1ST TURBINE DISK IN AEROENGINE
Gong Mengxian, Huang Qingdong, Xiao Yuxiang

Gu Yuanxing, Zhao Xingming, Cao Fenglan
(Gas Turbine Establishment　610500)

ABSTRACT　　　　According to the standard load cycle spect rum , a st ress analysis o f

1st tur bine disk in an aero engine w as completed to determine its useful life. T he places, w here

the centre hole came acro ss the pin holes, were the dangerous po ints ( so called check
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